MPSI 2022/2023 | Correction DS n°6

| - Pendule pas si simple

.1 - Position du probleme

1) En coordonnées polaires et avec une longueur L constante, on a :

OM = L&,
vV = Leae
a = —L6%¢,. + L&,

2)Ona:

€, = cos(0) €, —sin(B) €
€, = cos(B)€p + sin(0) &,

1.2 - Bilan des forces
3) Le poids vaut :

P = mgé&,
= mg (cos(0) €, — sin(0) €g)
La force de rappel élastique du ressort o vaut :
Fp = k(0208
= k (a—Lsin(0) — ¢,) (cos(0) €g + sin(0) €,)

La force de rappel élastique du ressort 9 vaut :
Fy = =k (£2(0 = £0) &
= —k (a+ Lsin(0) — #,) (cos(B) €y + sin(0) €,.)
La tension de la tige :

T = —-T&,

Au bilan :

= mg (cos(0) €, — sin(B) €g)

= k(a—Lsin(0) — #,) (sin(B) €, + cos(0) €g)
= —k (a+ Lsin(0) — £,) (sin(0) €, + cos(0) €g)
= —-T&,

= g T g

4) On applique le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel terrestre supposé galiléen, que I'on
projette sur chaque axe.

3 = Z P oo { —mL6? = mgcos(8) + k (a — Lsin(B) — #,) sin(8) — k (a + Lsin(8) — £,) sin(8) — T
B mL6 = —mgsin(0) + k (a — Lsin(8) — ;) cos(8) — k (a + Lsin(0) — £,) cos(8)

L’équation du mouvement est la deuxieme équation. En simplifiant I'expression, on obtient I'équation différentielle
suivante :

mL6 + (mg + 2kL cos(0)) sin(0) =0 = [0+ 2Ek(cos(e) + B)sin(B) =0

5) A I’équilibre, I'accélération angulaire est nulle : 8 = 0. Ainsi,



91=0
= 62=T[

{sin(e) =0
cos(04) = —

2k
H(cos(e) + B)sin(6) =0 cos(0) +B =0

Les positions 8, et 0, existent toujours.

Les positions 0. existent uniquement si car un cosinus est, en valeur absolue, toujours inférieur a 1.

.3 - Résolution numérique

6) Code Python :

16 def deriveel(y, t):

17 dydt = [y[1], -2*k/m*(np.cos(y[0])+B)*np.sin(y[0])]
18 return dydt

19

20 Cl=[np.pi/2, 0]

21 sol = odeint(derivee, Cl, t)

.4 - Etude énergétique

7) Seule la tension de la tige n’est pas conservative. En revanche, cette force de travaille pas puisque sa puissance est
nulle :

PT)=T-V=-T& L& =0

8) L’énergie potentielle de pesanteur vaut :

Epp = Mgy
= —mgL cos(0)

L’énergie potentielle de la force de rappel élastique du ressort o vaut :
1 2
gp,ell = Ek (1?1 (t) - 1?0)
1 ] )
= Ek (a—Lsin(8) — £;)
L’énergie potentielle de la force de rappel élastique du ressort 9 vaut :
1 2
gp,elz = Ek (’?2 (t) - 1?0)

1
Ek (a+ Lsin(0) — £,)?

Au bilan :

1 1
E°H(6) = —mgL cos(8) + Ek (a—Lsin(0) — £y)? + Ek (a + Lsin(B) — £,)?

9) Le théoreme de la puissance mécanique donne donc :

A&

T = Z?HCZP(T)ZO

d /1 . 1 1
a(EmLZBZ — mgLcos(0) + Ek (a—Lsin(0) — £)% + Ek (a+ Lsin(8) — {’0)2>

mL?60 + mgLf sin(0) + k (—Lé cos(e))(a —Lsin(8) —¢y) + k (LQ cos(B))(a + Lsin(8) — 4,)

mL266 + mgL sin(8) + 2kL?8 cos(0) sin(P)

En simplifiant I'expression par mL?6, on retrouve bien I'équation du mouvement :

. 2k
0+ H(cos(e) + B)sin(0) =0




10)Ona:

tot
djg = mgLsin(0) + k (—Lcos(0))(a — Lsin(0) — ¢,) + k (L cos(0))(a + Lsin(0) — ¢,)
= ml2 (% + Zak cos(ﬂ)) sin(0)
= [2kL?(cos(8) + B) sin(6)|
eet
0 = 2KL[— sin“(0) + (cos(0) + B) cos(0)]

2KL2[B cos(B) + cos?(B) — sin?(0)]
|2kL2[ B cos(®) + 2cos?(0) —1 ]|

11) On retrouve bien les positions d’équilibre :

dep”t 2k . sin(6) = 0 91=0
=0=—/(cos(B) + B)sin(0) = _ = | 6,=m
de m {COS(G) +B=0 cés(ei) -

tot
Pour étudier la stabilité des positions d’équilibre, il faut déterminer le signe de d92 (Geq)

o CasouB=6;=0

d2 tot

d92

(0) = 2kL2(B+1) >0 = équilibre stable

o CasouB=06,=m

d2 tot

d62

(M) = 2kL2(1—P) {equmbre stablesif <1

équilibre instable si § > 1

o Casoucos(04) = —B

Rappel : cette position d’équilibre existe uniqguement si § < 1.

dZ tot

dGZ (04) = 2KLA(—B*+2B% — 1) = 2kL*(B*—1) <1 = équilibre instable car B < 1

12) En rouge : instable. En vert : stable.

—2m 3 —T ™ 0 T ™ 3 2
2 2 2 2

.5 - Etude du systéme au voisinage des positions d’équilibre

13) Dans cette question, on pose :



Linéarisons le sinus et le cosinus a I'aide de la formule de Taylor.

|cos(6) =~ cos(0) — esin(0) = 1| et |sin(9) =~ sin(0) + e€cos(0) = £|

De plus, ona:f=¢&.

Ainsi, I'équation différentielle du mouvement devient :

2k
S

14) On reconnait I'équation différentielle d’un oscillateur harmonique. Forme générale de la solution :

|9(t) = Acos(wgt) + B sin(coot)|

15) Dans cette question, on pose :

Linéarisons le sinus et le cosinus.

|cos(9) =~ cos(m) — esin(m) = —1| et |sin(6) =~ sin(m) + e cos(m) = —sl

De plus, ona:f=¢.

Ainsi, I'équation différentielle du mouvement devient :

g 21(( 1+Be=0 m zmk“ |
£ B) e £+ wie avec: wq B

16) Si B > 1, la forme générale de la solution est :

e(t) = Ach(w;t) + Bsh(wst) = [ 6() =1+ Ach(w;t) + Bsh(w;t) |

Fin de la partie |

Il - Transformations thermodynamiques

I.1 - Transformation cyclique d’un gaz parfait

17)
F 3 P
Py A 9 C
chcle
B
Py
\Y%
Va Ve
18)Ona:
A B C
T (K) 293 293 1,17 x 103
V(L) 12,5 50,0 50,0
P (bar) 1,95 0,487 1,95




19) Transformation AB :
av Vg
Wyg = —fP dv = _JnRTAV = —nRTAln(V—A) =|-3,38K]
AUAB = 0 = QAB = _WAB = 3,38 k]

Transformation BC :
Wpe =0

nR
AUpc = yTl(TC —Tp) =|Qpc = 18,2K]

Transformation CA :

WCA = _fp dV = _PA(VA - Vc) = 7,31 k]
ynR
AHcp = Qca = ]/Tl(TA —T¢) =|—-255K]

20)Ona:

Weycle = Wap + Wpe + Wiy = 3,93 k]| et |Qcycle = Qup + Qpc + Qca = —3,93 k]|

C’est un récepteur car : Wiy e > 0.
21)Ona:

|AUcycle = chcle + Qcycle = 0|

C’est normal c’est une fonction d’état, donc sa variation sur un cycle est nulle.

1.2 - Détente isotherme d’un mélange de deux corps purs

22) Dans I'état de vapeur saturante :|PE'0 =Py = 0,2 bar|

23) Loi d’état des gaz parfaits :

ngRT,
0 = ZETTO 415 x 1072 m3 = 415L
Psat
24)
f’“‘h <€ P,
P A / i)
\* Liquucle
\ i .
o i \
gy | Shde ()
) Lo s = o o (et

L.y (w)

\/

T v
25) Puisque I'on néglige le volume de la phase liquide et que I'on divise par 2 le volume de la phase gazeuse (a pression
et température constante car mélange L/G), alors la quantité de matiére en phase gazeuse est divisée par 2 entre I'état
initial et I’état final. Or initialement 100 % de la masse d’eau était sous forme gazeuse. Dans I'état final il n’y en a plus

que [Xfing = 50 %|.



26) La pression étant constante :

) — PsatVO

=415
> J

Vi
W = ~Pyae [ @V = —Poae (3= Vo

2
27) Pour avoir de la vapeur séche, il faut que :

Or,

neau

— P, = 0,225 bar > 0,200 bar = P,
Meau + 1, tot,1 sat

Peogu = Xequ Ptot,l =

L’eau est donc sou forme de vapeur saturante.
28)Ona:

PN2,1 = Ptot,l =Py = Ptot,l — Py = 0,100 bar

29) On en déduit :

ny,RTy

Vi =27,7L

PNz,l

30) On en déduit la quantité d’eau en phase vapeur, puis en phase liquide :

_ PsaeVy
NEgvap1 = RT
0

=0,200mol = ngq1 = Ng —Ngiig1 = 0,100 mol

31) On remarque que :

Ptat,ZZPNz‘l'Peau: sat =

La vapeur d’eau est donc séche.

I1.3 - Transformation polytropique
32) Systéme : {gaz + piston + cyclindre}.Lors d’une transformation infinitésimale :
Wy = —PeydV = —PdV
6Q = 0 car parois calorifugées
dU = dUgqaz + dUpiston+cytinare = 1 Cym dT + € dT
Le premier principe donne donc :

dU = 6Wsp +6Q = |(C +nCyp)dT + PdV = 0|

33) On a, au premier ordre :

(P+dP)(V+dV) =nR(T +dT) = |PdV +VdP = nRdT|

34) On isole dT dans les 2 relations précédentes :

PdV + VdP Pdv 1 1 Vdp
r= nR T T C+nCym <E+C+HCVm)PdV+W:0
nR\dvV dP _
= <1+C+nc,,m)7+?_0
On identifie alors: |k = 1 + C+Z§Vm =1 +%%

35) On a immédiatement :

dv  dP
k—+—=0 = d(VkP)=0 =

% P
36) Si C = oo, alors|k = 1], donc[T = cte|. Transformation isotherme.




37)SiC — 0, alors . Montrons alors que AU = W (donc adiabatique). On pose A = PVY = PlVly = PZVZV
nR
y—1

av VY —vi "™ PV, —PV, nR
W=—deV=—Af—=A(2 1 )=“ P (T, —Ty)

AU = (T; = Ty)

744 1—-vy 1-vy y—1
CQFD
38) Loi d’état des gaz parfaits :

LG WP
1= p, ‘"
39)Ona:
k k nRT; nRT, P\ k
P1V1:P2V2 = Pl( ) :P2( ) = T2:T1(_) :498K
Py P, P,
Loi d’état des gaz parfaits :
nRT,
V, = =414 L
P,
40) Comme la Q37 en remplagant y par k :
nR
W=k_1(T2—T1) = 5,70K]
41) On en déduit :
=AU —W = nR(T. T)( ! ! )— 1,43 k

Fin de la partie Il




